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Drei mögliche Startpaare für Leonardos Verfahren zur Quadratur des Kreises 
und zwei hierfür untaugliche Startpaare.

MATHEMATISCHER ANHANG

1.  Modellierung der Konstruktion durch Gleichungen

Zur Berechnung der im laufenden Text aufgeführten Werte wurden Gleichun-
gen verwendet, die sich allein aus dem Satz des Pythagoras und dem Strah-
lensatz ergeben.
   Mit h ist die Höhe der oberen seitlichen Schnittpunkte eines Quadrates
Q1 mit einem Kreis K1K1K  bezeichnet. Die Größe h entspricht in der Proportions-
studie nach Vitruv (S. 104, 105) der Höhe der Mittelfinger (s. Abb. M1).

Mit x ist der Radius der Konstruktionskreise hk bezeichnet. Der halbe Ab-hk bezeichnet. Der halbe Ab-hk
stand k zwischen den beiden äußeren Schnittpunkten der Kreise k zwischen den beiden äußeren Schnittpunkten der Kreise k hk mit derhk mit derhk
Oberseite von Q1 entspricht in da Vincis Zeichnung dem halben Abstand
zwischen den Mittelfingern auf der Höhe der Oberseite von Q1 (s. Abb. M2).

Der Radius r2r2r  des größeren Kreises K2K2K , der in Leonardos Zeichnung dem
eingezeichneten Kreis entspricht, ergibt sich aus:

Die Kantenlänge a2 des Quadrats Q2, welches mit den Strahlen g konstru-g konstru-g
iert wird (s. Abb. M3), ergibt sich aus:
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2.  Modellierung und Konvergenztests mittels Javascript

Für die Untersuchung von Leonardos Regelwerk zur Erzeugung einer Folge 
von Kreisen KiKiK  und Quadraten Qi mit flächenungleichem Startpaar K1K1K , Q1 im 
Sinne der Konvergenz der Flächenverhältnisse empfiehlt sich die Modellie-
rung der Konstruktion durch ein Computerprogramm. 
    Im Zuge der dieser Arbeit zugrunde liegenden Untersuchungen wurde 
der geometrische Algorithmus mit verschiedensten Programmen, wie z.B. 
Excel oder Derive simuliert. Im folgenden wird die Modellierung durch 
Javascript dargestellt. Diese Programmiersprache weist zwar ab der siebten 
Nachkommastelle (in diesem Zusammenhang unwesentliche) Ungenauigkei-
ten auf, erlaubt es aber jedem Leser, der Zugang zu einem Internetbrowser 
hat, mit dem nachfolgendem Script selbst zu experimentieren. Das Script 
(Abb. M4) braucht dabei nicht abgetippt zu werden, sondern steht unter 
www.klaus-schroeer.com unter „Downloads“ zur Verfügung. 
     Für die Umsetzung als Computerprogramm wurden alle einfachen Va-
riablen x, h, k und k und k m zu  xi, hi, kikik  und mi dimensioniert, da sie natürlich in 
jeder Generation der Folge andere absolute Werte annehmen. Für den Radi-

Abb. M1Abb. M1

Abb. M2

Abb. M3
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simulation-des-proportionsstudienalgorithmus.html
<html><head><title>Simulation des Proportionsstudienalgorithmus</title>

<script type="text/javascript">

var j = 10;   // Definition der zu berechnenden Generationen

var x = new Array(); 
var a = new Array();
var r = new Array();
var FQ = new Array();
var FK = new Array();
var f = new Array();
var h = new Array();
var k = new Array();
var m = new Array();

a[1] = 1;     // Die Seite des Startquadrates wird als 1 definiert
x[1] = 0.436; // Definition von x im Verhältnis zur Quadratseite
f[1] = 0.7980148;   // Das Flächenverhältnis des Startpaares wird definiert

r[1] = Math.sqrt(f[1]/Math.PI);

document.write("<dt>Radius der Armkreise hk: x = " + x[1] + "<\/dt>");

for (var i = 1; i < j+1; i++) {

  FK[i] = Math.PI*Math.pow(r[i],2);
  FQ[i] = Math.pow(a[i],2);
  f[i] = FK[i]/FQ[i];

  h[i] = r[i]+Math.sqrt(Math.pow(r[i],2)-Math.pow(.5*a[i],2));
  k[i] = Math.sqrt(Math.pow(x[i],2)-Math.pow(a[i]-h[i],2))+.5*a[i]-x[i];
  r[i+1] = (Math.pow(k[i],2)+Math.pow(a[i],2))/(2*a[i]);
  m[i] = Math.sqrt(Math.pow(r[i+1],2)+Math.pow(.5*a[i],2));
  a[i+1] = r[i+1]*(r[i+1]+m[i])/m[i];

  x[i+1] = x[1]*a[i+1];

  document.write("<dl><dt>Generation " + (i) + "<\/dt>");
  document.write("<dt>Radius Kreis " + i + ": r(" + (i) + ") = " + r[i] + 
"<\/dt>");
  document.write("<dt>Seite Quadrat " + i + ": a(" + (i) + ") = " + a[i] + 
"<\/dt>");
  document.write("<dt>Fläche Kreis " + i + ": FK(" + (i) + ") = " + FK[i] + 
"<\/dt>");
  document.write("<dt>Fläche Quadrat " + i + ": FQ(" + (i) + ") = " + FQ[i] + 
"<\/dt>");
  document.write("<dt>Flächenverhältnis " + i + ": f(" + (i) + ") = " + f[i] + 
"<\/dt>");
  document.write("<\/dl>");

}

</script>

</head><body>
</body></html>

Seite 1

Abb. M4 Abb. M5

Javascript zur numerischen Simulation des Quadraturverfahrens aus Leonardos 
Proportionsstudie nach Vitruv.

Konvergenztests des Javascripts für drei verschiedene Ausgangswerte für das 
Flächenverhältnis f1f1f  des Startpaares Kreis und Quadrat (vergl. S. 101). 
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us des Armkreises wurde (zunächst) der der Zeichnung entnommene Wert
x bzw. x1 = 0.436 (in Bezug auf die Seitenlänge des Ausgangsquadrates Q1) 
eingesetzt. Die Seitenlänge des Quadrates des Ausgangspaares a1 wurde als 1 
definiert. Aus dem vorgegebenen Wert für das Flächenverhältnis f1 f1 f des Start-
paares Kreis K1K1K  zu Quadrat Q1 (im Listing des Scriptes ist hierfür beispielhaft 
der Wert 0.7980148 gesetzt) wurde rückwirkend der Radius r1 des Startkreises 
bestimmt, der für dieses Flächenverhältnis sorgt.
    Das Script berechnet dann in einer Schleife (deren Länge durch die Variable 
j definiert ist) die ersten 10 Generationen der Folge von Kreisen und Quadraten j definiert ist) die ersten 10 Generationen der Folge von Kreisen und Quadraten j
und deren jeweiliges Flächenverhältnis fi fi f . 
    Für die drei Flächenverhältnisse f1 f1 f = FK1/FQ/FQ/ 1 des Startpaares, die wir 
beispielhaft auf S. 101 aufgeführt hatten, ist die jeweilige Ergebnisausgabe 
des Scriptes in Abbildung M5 aufgeführt. Wie zu sehen ist, konvergiert das 
Flächenverhältnis in allen Fällen gegen einen Wert von ca. 1.00037. Hunderte 
von Durchläufen mit anderen Werten für das Flächenverhältnis des Startpaares 
(innerhalb des Intervalls [0.7980148, 1.2271846] für f1f1f , in dem die Konstrukti-
on noch ausgeführt werden kann) erbrachten das gleiche Ergebnis. 
   Die Konvergenz der Folge von Flächenverhältnissen fifif  ist somit augenschein-
lich klar. Tatsächlich ließ sie sich aber bis zum heutigen Tage nicht theore-
tisch beweisen. Dies liegt am rekursiven Charakter der Folge, der enormen 
Verschachtelung von Wurzeln, die man erhält, wenn man sie mit nur einer 
Gleichung beschreibt und letztlich daran, daß man eine zusätzliche Variable in 
Form des Flächenverhältnisses des Startpaares hat. Diese drei Eigenheiten des 
Algorithmus bieten den herkömmlichen Konvergenzkriterien der Mathematik 
zu wenig Angriffsfläche. Es läßt sich allerdings eine notwendige Bedingung 
dafür beweisen, daß Leonardos Folge eine sogenannte Cauchy-Folge ist (und 
damit konvergiert, siehe Abschnitt 4). Aber das ist leider nicht hinreichend. 
Selbstverständlich wurden die numerischen Simulationen von unabhängiger 
Seite nachvollzogen und an der Konvergenz wurde keinerlei Zweifel erhoben. 
   Vielmehr sorgte die Genauigkeit und auch die hohe Konvergenzgeschwin-
digkeit für großes Erstaunen. Letztere läßt sich besonders gut mit Hilfe der 
Zeichnung selbst illustrieren. In den Abbildungen M6 a und b sind die ersten 
beiden Generationen Kreis und Quadrat bei einem Flächenverhältnis für das 
Startpaar von 1.1309 (a) zu sehen. Schon nach einmaliger Anwendung der 
Konstruktion verbessert sich das Flächenverhältnis auf 0.9920 (b). Dabei 
wurde jeweils ein den Proportionen des jeweiligen Paares verzerrter Homo ad 
quadratum eingesetzt. Wie ersichtlich ist, reparieren sich auch die Proportio-
nen der Figur dank des Verfahrens in nur einem Schritt von selbst!

Abb. M6 a und b

Illustration der Konvergenzgeschwindigkeit anhand der ersten beiden Generationen 
Kreis und Quadrat bei einem Flächenverhältnis des Startpaares von 1.1309. 

Die starke Flächenun-
gleichheit des Aus-
gangspaares wird durch 
den deutlich verzerrten 
Homo ad quadratum
verdeutlicht (die anderen 
Elemente aus Leonardos 
Zeichnung wurden hier 
im Sinne der Übersicht-
lichkeit wegretuschiert).

Das Paar der zweiten 
Generation hat nicht nur 
sein Flächenverhältnis 
deutlich angeglichen, 
sondern ist absolut auch 
etwas größer als das Aus-
gangspaar. Der Homo 
ad quadratum läßt sich 
bereits unverzerrt aus der 
Leonardos Proportions-
studie einsetzen.
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3.  Konvergenzverhalten bei anderen Werten für x

Der Radius x (bzw. x1) der Konstruktionskreise wurde im laufenden Text und 
bei den bisherigen Berechnungen durch die Messung stets auf 0.436 festgelegt. 
Stets konvergierten die Flächenverhältnisse der so erzeugten Folgen von Krei-
sen und Quadraten gegen 1.00037.
  Um sicher zu gehen, daß man dieses für seine Zeit hervorragende Resultat 
nicht nur mit dem gemessenen Abstand d der beiden Mittelpunkte der Kon-d der beiden Mittelpunkte der Kon-d
struktionskreise erhält, haben wir das Verfahren mit anderen Werten für x
getestet. 
  Es ergab sich, daß die Mittelpunkte der Konstruktionskreise hk, sofern sie auf 
h liegen, zumindest im Brustbereich der Figur beliebig (symmetrisch) ange-
ordnet werden können, ohne daß ein nennenswert schlechteres Ergebnis her-
auskommen würde. Zum Teil wird es sogar besser (siehe unten und S. 122-125).
  Abb. M7 zeigt neben dem gemessenen Wert für x drei alternative Werte auf der 
Linie h zusammen mit den daraus resultierenden Flächenverhältnissen. Abb. M8 
zeigt die jeweiligen Ergebnisse der numerischen Simulation über das entspre-
chend abgeänderte Javascript. Auch diese Simulationen wurden für wesentlich 
mehr Werte vollzogen (siehe hierzu auch S. 137). Dabei ergab sich, daß der 
Verlauf des resultierenden Flächenverhältnisses f in Anhängigkeit zu f in Anhängigkeit zu f x im Be-
reich der Brust allem Anschein nach stetig und differenzierbar ist und f etwa bei 
x = 0.45 den Wert 1 durchläuft. Anders formuliert, scheint es in unmittelbarer 
Nähe der von Leonardo gewählten Mittelpunkte solche zu geben, für die das 
Flächenverhältnis 1 wird.

Abb. M7

Abb. M8

Konvergenztests des Javascripts für drei verschiedene Werte für den Radius der 
Konstruktionskreise x bei jeweils identischem Startpaar mit x bei jeweils identischem Startpaar mit x f1f1f  = 1.1309734.

Verschiedene Werte für x und die daraus entstehenden Flächenverhältnissex und die daraus entstehenden Flächenverhältnissex  f im 
Zustand der Konvergenz auf der Proportionsstudie nach Vitruv.
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4.  Der ideale Wert für x

Der Wert für den Radius x (bzw. x (bzw. x x1), der die Kreise und Quadrate mit Leonardos 
Verfahren gegen eine tatsächliche Flächengleichheit konvergieren läßt, ist zu interes-
sant, um nicht bestimmt zu werden. Da Leonardos Verfahren auf einer Konstruktion 
in unendlich vielen Schritten beruht und sich Lindemanns Beweis der Unmöglich-
keit der Kreisquadratur nur auf Verfahren in endlich vielen Schritten bezieht, wäre 
zumindest theoretisch denkbar, daß man Leonardos Methode mit Hilfe eines kleinen 
Updates zu einem idealen Verfahren erweitern könnte. Hierzu müßte allerdings für 
den idealen Radius x, so dieser denn existiert, ein zusätzlicher Konstruktionsschritt 
gefunden werden, der diesen im laufenden Verfahren mit erzeugt (z.B. in dem man 
mit x1 = 0.5 startet und die folgenden xi Generation für Generation nach einer zu i Generation für Generation nach einer zu i
findenden Regel mit konstruiert). Schon die reine Kenntnis dieses Wertes wäre eine 
Herausforderung an die Anthropometrie, den tatsächlich beim Menschen zu messen-
den Wert für den Armradius in Bezug auf die Armspannweite zu bestimmen.
  Obwohl die Konvergenz des Algorithmus selbst nicht theoretisch gezeigt 
werden kann, läßt sich der gesuchte Wert für x präzise bestimmen. Die dabei 
vollzogene Rechnung kann zugleich als exemplarisches Beispiel dafür be-
trachtet werden, wie sich die bereits angesprochene notwendige Bedingung 
beweisen läßt, daß Leonardos Folge eine Cauchy-Folge ist. 
   Im wesentlichen wird dabei gezeigt, daß es zu einem gewünschten Flä-
chenverhältnis f im Zustand der Konvergenz auch ein entsprechendes f im Zustand der Konvergenz auch ein entsprechendes f x gibt, 
daß dieses erzeugt. Man unterstellt also für zwei aufeinander folgende im Un-
endlichen liegende Paare Kreis und Quadrat, daß diese das gleiche Flächen-
verhältnis f haben (da die Folge im Unendlichen ja schon auskonvergiert ist) f haben (da die Folge im Unendlichen ja schon auskonvergiert ist) f
und bestimmt aus dieser Voraussetzung das zugehörige x, so ein solches denn 
existiert. Dies soll nun also für f = 1 geschehen:f = 1 geschehen:f
Dann ist:

Zur Vereinfachung wird ai als 1 definiert.

Daraus ergibt sich:

                     und                            .                     und                            .                     und                            .

Somit läßt sich der Radius des großen Kreises r2r2r  berechnen. 

Da                                                          ist und                                     ist, folgt:Da                                                          ist und                                     ist, folgt:

                                  .

Mit                                                            erhält man 

                                                           und somit                                                         .

Da                                     ist, ist                                           und somit 

                                                      die Kantenlänge von                                                       die Kantenlänge von Qi+1.

Aufgrund von                                          und                   ist

                                                              .                                                              .

Aufgrund von                                                                 und                   ist

                                                     .



Tuschezeichnung nach der Proportionsstudie von Leonardo mit angepaßten 
Proportionen auf Basis eines im Sinne der Kreisquadratur idealen Wertes für 
den Radius der Armbewegung.

Abb. M9

Da                                              und                 ist

a)                                   .

Ferner ist                                                    bzw.

b)                                                .

Durch Gleichsetzen von a) und b) erhält man nun eine Gleichung für das
gesuchte ideale x:

                                                             .                                                             .

Durch Quadrieren, Ausmultiplizieren und Umformen ergibt sich:

Durch Einsetzen der Terme für hi und i und i kikik  läßt sich i läßt sich i xi nun bestimmen:

(Die hier und im gesamten mathematischen Anhang zu sehenden Glei-
chungen wurden mit freundlicher Genehmigung der Mathematikplattform 
www.matheplanet.com mit deren Formeleditor Optimath fed geo gesetzt.)
Für das zu erzielende Flächenverhältnis f = 1 existiert also genau ein mögli-
ches x, daß wir nun kennen. Der Wert ist ein Ausdruck in Abhängigkeit von 
π. Numerisch entspricht der ausgesprochen sperrige Term etwa 0.4535605. 
Setzt man diesen Wert in das Javascript ein, erhält man etwa 0.99999997 als 
resultierendes Flächenverhältnis. Die geringfügige Abweichung zu 1 ist aber 
ausschließlich auf die erwähnten Ungenauigkeiten zurückzuführen, wie man 
u.a. durch die gerade vollzogene Berechnung sieht.
   Wie eng der von Leonardo unterstellte Wert für den Armradius von 0.436 am 
Ideal lag, illustriert am besten die folgende Zeichnung. Dort wurden sämtliche 

geometrischen Objekte der Konstruktion und in der Folge (fast) alle Körperpro-
portionen im Sinne einer idealen Quadratur angepaßt. Die Änderungen in den 
Proportionen im Vergleich zu Leonardos Blatt fallen kaum auf und nach wie vor 
wirkt die Figur ausgesprochen natürlich.
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